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ABSTRAK 

 

Artikel ini membahas sifat-sifat dari pemetaan terkait semi-inner produk atas (∙,∙)𝑠 dan semi-inner produk bawah (∙,∙)𝑖 

serta pemetaan terkait semi-inner produk Lumer [∙,∙]  yang membangun suatu norma pada ruang bernorma real. 

Selanjutnya, pemetaan tersebut diaplikasikan untuk mengkarakterisasi orthogonal Birkhoff dan mengkarakterisasi 

pendekatan terbaik. 

Kata Kunci: Lumer, ortogonal Birkhoff, pendekatan terbaik, semi-inner produk atas dan bawah, 

 

ABSTRACT 

 

In this article, we give the properties of mappings associated with the upper semi-inner product (∙,∙)𝑠, lower semi-

inner product (∙,∙)𝑖 and Lumer semi-inner product [∙,∙] which generate the norm on a real normed space. Furthermore, 

we establish applications to the Birkhoff orthogonality and characterization of best approximants. 

Keywords: best approximants, Birkhoff orthogonality, lower and upper semi-inner products, Lumer. 

 

 

 

PENDAHULUAN 

Penelitian ini merupakan pembahasan lanjutan dari pemetaan-pemetaan terkait semi-inner produk yang sudah 

terlebih dahulu didefinisikan pada penelitian-penelitian sebelumnya. Tujuan mempelajari sifat pemetaan-pemetaan ini 

adalah untuk mendapatkan sifat yang dapat diketahui hanya berdasarkan norma pada suatu ruang bernorma, jadi 

didapatkan sifat-sifat pada ruang bernorma tanpa harus mengetahui inner produk yang membangun norma tersebut. 

Hasil lain mendefinisikan pemetaan-pemetaan terkait semi-inner produk adalah untuk penyempurnaan ketaksamaan 

Schwarz yang berkaitan dengan semi-inner produk atas dan bawah, dan juga untuk mengkarakterisasi ortogonal 

Birkhoff. 

Diberikan (𝑋, ‖ · ‖) ruang bernorma real. Didefinisikan semi-inner produk atas (·,·)𝑠 dan semi-inner produk 

bawah (·,·)𝑖 berturut-turut dengan  

(𝑦, 𝑥)𝑠 = lim
𝑡→0+

‖𝑥 + 𝑡𝑦‖2 − ‖𝑥‖2

2𝑡
 

dan  

(𝑦, 𝑥)𝑖 = lim
𝑡→0−

‖𝑥+𝑡𝑦‖2−‖𝑥‖2

2𝑡
. 

Nilai limit tersebut ada untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.  

Selain itu, berikut ini diberikan definisi semi-inner produk Lumer. 

Definisi 1. Diberikan 𝑋  ruang vektor real. Pemetaan [·,·]: 𝑋 × 𝑋 → ℝ  disebut semi-inner produk Lumer jika 

memenuhi 

(a) [𝑥, 𝑥] ≥ 0 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 dan jika [𝑥, 𝑥] = 0 berakibat 𝑥 = 0. 

(b) [𝑎𝑥 + 𝑏𝑦, 𝑧] = 𝑎[𝑥, 𝑧] + 𝑏[𝑦, 𝑧] untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ dan 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋. 

(c) [𝑥, 𝑎𝑦] = 𝑎[𝑥, 𝑦] untuk setiap 𝑎 ∈ ℝ dan 𝑥, 𝑦, ∈ 𝑋. 

(d) |[𝑥, 𝑦]|2 ≤ [𝑥, 𝑥][𝑦, 𝑦] untuk setiap 𝑥, 𝑦, ∈ 𝑋. 
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Hubungan antara semi-inner produk atas dan bawah dengan semi-inner produk Lumer yang membangun suatu 

norma telah disajikan oleh S.S. Dragomir dan J.J. Koliha [1] dalam Lemma berikut. 

Lemma 1. Diberikan (𝑋, ‖ · ‖) ruang bernorma real. Jika [·,·] semi-inner produk Lumer yang membangun norma      

‖ · ‖, maka 

(𝑥, 𝑦)𝑖 ≤ [𝑥, 𝑦] ≤ (𝑥, 𝑦)𝑠                                                                 (1) 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 

Pemetaan 𝚽𝒙,𝒚
[,]

 𝚽𝒙,𝒚
𝒊  dan 𝚽𝒙,𝒚

𝒔  beserta Sifatnya 

Diberikan (𝑋, ‖ · ‖) ruang bernorma real dan [·,·] semi-inner produk Lumer pada 𝑋 yang membangun norma 

‖ · ‖. Didefinisikan pemetaan-pemetaan Φ𝑥,𝑦
[,]

, Φ𝑥,𝑦
𝑖 , 𝛷𝑥,𝑦

𝑠 : ℝ → ℝ dengan definisi  

Φ𝑥,𝑦
[,]

(𝑡) =
[𝑦,𝑥+𝑡𝑦]

‖𝑥+𝑡𝑦‖
,         Φ𝑥,𝑦

𝑖 (𝑡) =
(𝑦,𝑥+𝑡𝑦)𝑖

‖𝑥+𝑡𝑦‖
     dan     Φ𝑥,𝑦

𝑠 (𝑡) =
(𝑦,𝑥+𝑡𝑦)𝑠

‖𝑥+𝑡𝑦‖
 ,                         (2) 

dengan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 0 dan 𝑦 ≠ 𝑘𝑥 untuk setiap 𝑘 ≠ 0.  

Karena ‖𝑥 + 𝑡𝑦‖ > 0, maka berdasarkan (2) dan mengingat Lemma 1, benar bahwa 

Φ𝑥,𝑦
𝑖 (𝑡) ≤ Φ𝑥,𝑦

[,]
(𝑡) ≤ Φ𝑥,𝑦

𝑠 (𝑡),                                                            (3) 

dengan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 0 dan 𝑦 ≠ 𝑘𝑥 untuk setiap 𝑘 ≠ 0.  

Sifat-sifat pemetaan di atas telah dibahas oleh S.S. Dragomir dan J.J. Koliha [1] dan dirangkum dalam teorema 

berikut. 

Teorema 1. Diberikan (𝑋, ‖ · ‖) ruang bernorma real dan [·,·] semi-inner produk Lumer yang membangun norma     

‖ · ‖. Jika 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 𝑥 ≠ 0 dan 𝑦 ≠ 𝑘𝑥 untuk setiap 𝑘 ≠ 0, maka 

(i) Untuk setiap 𝑢 < 0 berlaku 

Φ𝑥,𝑦
𝑠 (𝑢) ≤

‖𝑥+𝑢𝑦‖−‖𝑥‖

𝑢
,                                                             (4) 

dan untuk setiap 𝑡 > 0 berlaku 

Φ𝑥,𝑦
𝑖 (𝑡) ≥

‖𝑥+𝑡𝑦‖−‖𝑥‖

𝑡
.                                                             (5) 

(ii)                                               lim
𝑢→0−

Φ𝑥,𝑦
[,] (𝑢) =

(𝑦,𝑥)𝑖

‖𝑥‖
                                                                                         (6) 

dan 

                                                  lim
𝑡→0+

Φ𝑥,𝑦
[,] (𝑡) =

(𝑦,𝑥)𝑠

‖𝑥‖
                                                                                          (7) 

Teorema 2. Diberikan (𝑋, ‖ · ‖) ruang bernorma real dan [·,·] semi-inner produk Lumer yang membangun norma     

‖ · ‖. Jika 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 𝑥 ≠ 0 dan 𝑦 ≠ 𝑘𝑥 untuk setiap 𝑘 ≠ 0 maka untuk setiap 𝑡, 𝑢 ∈ ℝ\{0} dengan 𝑡 > 0 dan 

𝑢 < 0 berlaku  
‖𝑥+𝑡𝑦‖−‖𝑥‖

𝑡
‖𝑥‖ ≥ (𝑦, 𝑥)𝑠                                                                    (8) 

dan 

 
‖𝑥+𝑢𝑦‖−‖𝑥‖

𝑢
‖𝑥‖ ≤ (𝑦, 𝑥)𝑖                                                                    (9) 

Oleh karena itu, jika (𝑋, ‖ · ‖) ruang bernorma real dan [·,·] semi-inner produk Lumer yang membangun norma 

‖ · ‖, maka berdasarkan (1), (3), (4), (5), (8), (9), berlaku 
  ( ) ( )

( )   ( )

( )
  ( )

,

, ,

,

,

,

, , ,

  

+ −


  


+ −

 

 

i

x y x y

s i

s

x y

x y

t x t x

x ty x
x

t

y x y x y x

x uy x
x

u

t x

u x
                                                   (10) 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 𝑥 ≠ 0 dan 𝑦 ≠ 𝑘𝑥 untuk setiap 𝑘 ≠ 0 dan untuk setiap 𝑡, 𝑢 ∈ ℝ\{0} dengan 𝑡 > 0 dan 

𝑢 < 0. 

Karakterisasi Ortogonal Birkhoff 

Pada bagian ini akan diberikan definisi ortogonal Birkhoff dan ortogonal relatif terhadap semi-inner produk 

Lumer beserta sifat-sifatnya. Berikut ini diberikan definisi ortogonal Birkhoff yang juga telah dituliskan oleh D. Alsina 

[2] . 

Definisi 2. Diberikan (𝑋, ‖ · ‖) ruang bernorma real, dan 𝐺 ⊆ 𝑋. 

(i) Vektor 𝑥 ∈ 𝑋 dikatakan ortogonal Birkhoff terhadap 𝑦 ∈ 𝑋, dinotasikan 𝑥 ⊥ 𝑦(𝐵), jika  
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‖𝑥 + 𝛼𝑦‖ ≥ ‖𝑥‖ untuk setiap 𝛼 ∈ ℝ. 

(ii) Vektor 𝑥 ∈ 𝑋 dikatakan ortogonal Birkhoff terhadap 𝐺, dinotasikan 𝑥 ⊥ 𝐺(𝐵), jika  𝑥 ⊥ 𝑦(𝐵)  untuk setiap 

𝑦 ∈ 𝐺. 

(iii) Himpunan 𝐺⊥(𝐵) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑥 ⊥ 𝐺(𝐵)}  disebut komplemen ortogonal Birkhoff (Birkhoff orthogonal 

complement) dari 𝐺. 

Selanjutnya, berikut ini akan dibahas sifat ortogonal yang dibangun oleh inner produk tidak selalu berlaku pada 

ortogonal Birkhoff. Diperhatikan jika M subruang 𝑋 maka komplemen ortogonal yang dibangun oleh inner produk 

juga merupakan subruang 𝑋 . Akan tetapi, hal ini belum tentu berlaku jika yang dimaksudkan adalah ortogonal 

Birkhoff. Hal ini dijelaskan pada contoh berikut. 

Contoh 1. Diberikan (ℝ3, ‖ · ‖1) ruang bernorma real dan 𝑀 = span{(1,0,1)} maka komplemen ortogonal Birkhoff 

dari 𝑀 adalah  

( ) ( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( )( ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

3

3 3

3

3 3

3

3 3 3

3

1

1

3 3

2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1 21 1

1 2

3

, ,

, , ,0,

, , , ,,0,

, , ,

, : ,

, : ,  untuk setiap r

, : , ,  untuk setiap r

, : , ,  untuk setiap k

,

,0,

,

B x x

x x r r

x x x r r

x x k x k r r

x

M x x x x M B

x x x x B

x x x x x x B

x x x x x x B

x x

 



⊥ =  ⊥

=  ⊥ 

=  ⊥ + 

=  ⊥ + + +

= ( ) 31 2 1 2

3

3 3: +  untuk setiap k .x x x x k x x k + +  + + + 

 

Diperhatikan (−3, −2,5), (4,2, −3) ∈ ℝ3 dan untuk setiap 𝑘 ∈ ℝ berlaku 
|−3| + |−2| + |5| = 10 = | − 10| = | − 3 + 𝑘 − 2 − (5 + 𝑘)| ≤ | − 3 + 𝑘| + |−2| + |5 + 𝑘| 

dan 
|4| + |2| + |−3| = 9 = |4 + 𝑘 + 2 − (−3 + 𝑘)| ≤ |4 + 𝑘| + |2| + | − 3 + 𝑘|. 

Artinya (−3, −2,5), (4,2, −3) ∈ 𝑀⊥(𝐵). Akan tetapi, (−3, −2,5) + (4,2, −3) = (1,0,2) ∉ 𝑀⊥(𝐵) karena terdapat 

𝜆 = −2  sehingga |1| + |0| + |2| = 3 ≰ 1 = |1 − 2| + |0| + |2 − 2|. Dengan kata lain, 𝑀⊥(𝐵)  bukan merupakan 

subruang 𝑋. 

Karakteristik ortogonal Birkhoff dengan semi-inner produk atas dan bawah telah disajikan oleh S.S. Dragomir 

[3] dalam teorema berikut.  

Teorema 3. Diberikan ( ),X   ruang bernorma real dan ,x y X . Pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen. 

(i) ( )x y B⊥  

(ii) ( ) ( ), 0 ,
i s

y x y x                                                                                                                                  (11) 

Selanjutnya, berikut ini diberikan definisi ortogonal Lumer dan akan dicari hubungannya dengan ortogonal 

Birkhoff yang sudah terlebih dahulu dibahas. 

 

Definisi 3. Diberikan (𝑋, ‖ · ‖) ruang bernorma real, dan 𝐺 ⊆ 𝑋. 

(i) Vektor 𝑥 ∈ 𝑋  dikatakan ortogonal Lumer terhadap 𝑦 ∈ 𝑋  relatif terhadap semi-inner produk Lumer [·,·], 

dinotasikan 𝑥 ⊥ 𝑦([·,·]), jika [𝑦, 𝑥] = 0. 

(ii) Vektor 𝑥 ∈ 𝑋  dikatakan ortogonal Lumer terhadap 𝐺  relatif terhadap semi-inner produk Lumer [·,·] , 

dinotasikan 𝑥 ⊥ 𝐺([·,·]), jika 𝑥 ⊥ 𝑦([·,·]) untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐺. 

(iii) Himpunan 𝐺⊥([·,·]) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑥 ⊥ 𝐺([·,·])}  disebut komplemen ortogonal Lumer (Lumer orthogonal 

complement) dari dari 𝐺. 

Hubungan antara ortogonal Birkhoff dan ortogonal Lumer telah diberikan oleh Gangadharan N. [4] dalam 

terema berikut. 

Teorema 4. Diberikan ( ),X   ruang bernorma real,  ,   semi-inner produk Lumer yang membangun norma   

dan ,x y X . Jika  ( ),x y⊥    maka ( ).x y B⊥  

Akan tetapi, kebalikan teorema di atas belum tentu benar. Berikut ini diberikan contoh pengingkarnya. 

Contoh 2. Diberikan ( )3

1
,   ruang bernorma real dan  ,   semi-inner produk yang membangun norma 

1
  

dengan definisi  
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 
1

0

0,  jika 0

,
,  jika 0

k

k k

x k

x

y x x y
x x

x

=


= 






, 

 

untuk setiap 
3,x y .  

Dipilih ( )1,0,0x =  dan ( )1,1,0y = . Diambil sebarang   , berlaku 

1 1
1 1 1 1 .x x y      = = + −  + + − = + + = +  

Artinya ( )x y B⊥ . Akan tetapi  , 1 0y x =  , sehingga tidak berlaku  ( ),x y⊥   . 

Oleh karena itu, secara umum ortogonal Birkhoff tidak ekuivalen dengan ortogonal Lumer relatif terhadap 

setiap semi-inner produk Lumer yang membangun norma   pada X . Teorema berikut ini menunjukkan setidaknya 

ada semi-inner produk Lumer yang membangun norma    pada X  sehingga ortogonal Birkhoff ekuivalen dengan 

ortogonal Lumer. 

Teorema 5. Diberikan ( ),X   ruang bernorma real dan ,x y X . Jika ( )x y B⊥  maka terdapat semi-inner 

produk Lumer  ,   pada X  yang membangun norma   sehingga  ( ),x y⊥   . 

Berdasarkan Teorema 4 dan Teorema 5, diperoleh akibat sebagai berikut. 

Akibat 1. Diberikan ( ),X   ruang bernorma real dan ,x y X . Pernyataan-pernyataan di bawah ini ekuivalen 

(i) ( )x y B⊥ . 

(ii) Terdapat semi-inner produk Lumer  ,   pada X  yang membangun norma   sehingga  ( ),x y⊥   . 

Karakteristik ortogonal Birkhoff sebelumnya juga telah dibicarakan oleh Dragomir dan Koliha [1]. Akan tetapi, 

berdasarkan definisi dan sifat-sifat pemetaan-pemetaan terkait semi-inner produk, karakteristik ortogonal Birkhoff 

juga dapat disajikan dalam teorema berikut. 

Teorema 6. Diberikan ( ),X   ruang bernorma real dan ,x y X  dengan 0y  . Pernyataan-pernyataan berikut 

ekuivalen. 

(i) ( )x y B⊥ . 

(ii) Untuk setiap  ,   semi-inner produk Lumer yang membangun norma   berlaku 

  ( )   ( ), ,

, ,0 ,x y x yu t                                                                 (12) 

untuk setiap ,u t  dengan 0u t  . 

Bukti. (i)   (ii). Jika 0x =  maka untuk setiap ,u t  dengan 0u t   berlaku 

  ( )
   

2

,

,

, ,
0x y

y x uy y uy u y
u

x uy uy u y

+
 = = = 

+
 

dan 

  ( )
   

2

,

,

, ,
0.x y

y x ty y ty t y
t

x ty ty t y

+
 = = = 

+
 

Jika 0x   maka ada dua kemungkinan yaitu y kx=  untuk suatu 0k   atau y kx  untuk setiap 0k  . 

Andaikan y kx=  untuk suatu 0k  , maka diperoleh ( ) ( )
2

, , 0.
i i

y x kx x k x= =   Kontradiksi dengan 

Teorema 3. Selanjutnya, andaikan y kx=  untuk suatu 0k  , maka diperoleh ( ) ( )
2

, , 0.
s s

y x kx x k x= = 

Kontradiksi dengan Teorema 3. Oleh karena itu, jika 0x  maka haruslah y kx  untuk setiap 0k  . Akibatnya, 

menurut ketaksamaan (10) diperoleh 
  ( ) ( ),

, , 0x y i
u x y x    dan 

  ( ) ( ),

, , 0.x y s
t x y x    Hal ini 

berakibat 
  ( )   ( ), ,

, ,0x y x yu t    , untuk setiap ,u t  dengan 0u t  . 
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(ii)   (i). Jika 0x =  maka 0x ty x+  = . Jika 0x   maka ada dua kemungkinan yaitu y kx=  untuk suatu 

0k   atau y kx  untuk setiap 0k  . Andaikan y kx=  untuk suatu 0k   , maka dapat dipilih 
1

0
2

u
k

= −   

sehingga 

  ( )
 

2

,

,

1 1,
, 2 2 0.

11

22

x y

kx x kx k xy x uy k
u

x uy
xx kx

k

 
− +   = = = 

+
−

 

Hal ini kontradiksi dengan (12). Andaikan y kx=  untuk suatu 0k  , maka dapat dipilih 
1

0
2

t
k

= −   sehingga 

  ( )
 

2

,

,

1 1,
, 2 2 0.

11

22

x y

kx x kx k xy x ty k
t

x ty
xx kx

k

 
− +   = = = 

+
−

 

Hal ini kontradiksi pula dengan (12). Oleh karena itu, jika 0x   maka haruslah y kx  untuk setiap 0k  . 

Akibatnya, menurut (12) dan (6) diperoleh 
  ( )

( ),

,
0

,
0 lim i

x y
u

y x
u

x−→
  = , serta menurut (12) dan (7) diperoleh 

  ( )
( ),

,
0

,
0 lim .s

x y
t

y x
t

x+→
  =  Akibatnya, ( ) ( ), 0 ,

i s
y x y x  , sehingga menurut Teorema 3 ekuivalen dengan 

mengatakan ( )x y B⊥ .                                                                                                                                 

Selanjutnya poin (ii) pada Teorema 6 dapat diganti dengan syarat yang lebih lemah, yang disajikan pada 

teorema berikut. 

Teorema 7. Diberikan ( ),X   ruang bernorma real dan ,x y X  dengan 0y  . Pernyataan-pernyataan berikut 

ekuivalen. 

(i) ( )x y B⊥ . 

(ii) Terdapat  ,   semi-inner produk Lumer yang membangun norma   dan 𝜀 > 0 sehingga 

  ( )   ( ), ,

, ,0 ,x y x yu t                                                                 (13) 

untuk setiap ,u t  dengan −𝜀 < 𝑢 < 0 < 𝑡 < 𝜀. 

Bukti. (i)   (ii). Akibat langsung dari Teorema 6.  

(ii)   (i). Jika 𝑥 = 0 maka (𝑦, 𝑥)𝑖 = 0 = (𝑦, 𝑥)𝑠. Jika 𝑥 ≠ 0 maka ada dua kemungkinan yaitu 𝑦 = 𝑘𝑥 untuk suatu 

𝑘 ≠ 0 atau 𝑦 ≠ 𝑘𝑥 untuk setiap 𝑘 ≠ 0. Andaikan 𝑦 = 𝑘𝑥 untuk suatu 𝑘 > 0. Diambil sebarang 𝜖 > 0, maka ada dua 

kemungkinan yaitu 𝜀 ≥
1

𝑘
 atau 𝜀 <

1

𝑘
. Jika 𝜀 ≥

1

𝑘
, maka dipilih 𝑢 = −

1

2𝑘
 sehingga −𝜀 < 𝑢 < 𝜀 dan 

  ( )
 

2

,

,

1 1,
, 2 2 0.

11

22

x y

kx x kx k xy x uy k
u

x uy
xx kx

k

 
− +   = = = 

+
−

                                        (14) 

Jika 𝜀 <
1

𝑘
, maka dapat dipilih 𝑢 = −

1

2
𝜀 sehingga −𝜀 < 𝑢 < 0 dan 

  ( )
 

2 2 2

,

,

1 1 1 1, 1 1
, 2 2 2 2 0

1 1 1 1
1 1 1

2 2 2 2

 

   

     
− − −    +       = = =  = 

+
− − − −

x y

kx x kx k k x k k x k xy x uy k
u

x uy
x kx k x k x k x

.      (15) 
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Oleh karena itu, (14) maupun (15) kontradiksi dengan (13). Selanjutnya, andaikan 𝑦 = 𝑘𝑥 untuk suatu 𝑘 < 0. Diambil 

sebarang 𝜀 > 0, maka ada dua kemungkinan yaitu −𝜀 ≤
1

𝑘
 atau −𝜀 >

1

𝑘
. Jika −𝜀 ≤

1

𝑘
, maka dapat dipilih 𝑡 = −

1

2𝑘
 

sehingga 0 < 𝑡 < 𝜀 dan 

  ( )
 

2

,

,

1 1,
, 2 2 0.

11

22

x y

kx x kx k xy x ty k
t

x ty
xx kx

k

 
− +   = = = 

+
−

                                                      (16) 

Jika −𝜀 >
1

𝑘
, maka dapat dipilih 𝑡 =

1

2
𝜀 sehingga 0 < 𝑡 < 𝜀 dan 

  ( )
 

2 2 2

,

,

1 1 1 1, 1 1
, 2 2 2 2 0

1 1 1 1
1 1 1

2 2 2 2

 

   

     
+ + +    +       = = =  = 

+
+ + + +

x y

kx x kx k k x k k x k xy x ty k

x ty
x kx k x x k x

t

k

.            (17) 

Akibatnya, (16) maupun (17) kontradiksi pula dengan (13). Hal ini berakibat jika 𝑥 ≠ 0 maka satu-satunya hal yang 

mungkin adalah 𝑦 ≠ 𝑘𝑥 untuk setiap 𝑘 ≠ 0. Oleh karena itu, menurut (6), (7) dan (13) diperoleh 

0 ≥ lim
𝑢→0−

Φ𝑥,𝑦
[,] (𝑢) =

(𝑦,𝑥)𝑖

‖𝑥‖
                                                         (18) 

dan 

0 ≤ lim
𝑡→0+

Φ𝑥,𝑦
[,] (𝑡) =

(𝑦,𝑥)𝑠

‖𝑥‖
                                                          (19) 

Berdasarkan (18) dan (19) diperoleh (𝑦, 𝑥)𝑖 ≤ 0 ≤ (𝑦, 𝑥)𝑠. Oleh karena itu, menurut Teorema 3 berarti 𝑥 ⊥ 𝑦(𝐵).                                                                                                                                        

 

Salah satu aplikasi dari ortogonal Birkhoff adalah teori pendekatan terbaik (theory of best approximation) pada 

ruang bernorma. Berikut ini diberikan definisi elemen pendekatan terbaik. 

Definisi 4. Diberikan ( ),X   ruang bernorma real, G X dan x X . Elemen 0g G  disebut elemen 

pendekatan terbaik (element of best approximation) x  dari G  jika 

0 inf .
g G

x g x g


− = −  

Lebih lanjut, himpunan G  disebut himpunan yang mendekati (approximating set) dan x  disebut titik yang didekati 

(approximated point). Selanjutnya, koleksi semua pendekatan terbaik x  dari G  dinotasikan sebagai ( )G x , jadi 

( )  0 0: inf .G
g G

x g G x g x g


=  − = −  

Hasil yang memberikan karakterisasi dari pendekatan terbaik telah dibahas oleh Gangadharan N.[4] dalam 

teorema berikut. 

Teorema 8. Diberikan ( ),X   ruang bernorma real, G  subruang X  dan \x X G . Jika 0g G  maka 

( ) ( )0 0 .Gg x x g G B  − ⊥  
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METODE 

Untuk menentukan karakterisasi pendekatan terbaik, terlebih dahulu diteliti tentang karakterisasi orthogonal 

Birkhoff dengan pemetaan-pemetaan terkait semi-inner produk. Selanjutnya, dengan teorema yang telah dibahas pada 

bagian introduction, dapat diperoleh karakterisasi pendekatan terbaik beserta pembuktiannya. 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Mengingat karakterisasi ortogonal Birkhoff pada pembahasan sebelumnya, diperoleh karakterisasi pendekatan 

terbaik sebagai berikut. 

Teorema 9. Diberikan ( ),X   ruang bernorma real, G  subruang X  dan \x X G . Jika 0g G  maka 

pernyataan-pernyataan di bawah ini ekuivalen. 

(i) ( )0 Gg x . 

(ii) Untuk setiap  ,   semi-inner produk Lumer yang membangun norma   berlaku 

 
2

0 0 0, ,x g x g w x g w− − +  − +  

untuk setiap w G . 

(iii) Terdapat  ,   semi-inner produk Lumer yang membangun norma   sehingga 

 
2

0 0 0, ,x g x g w x g w− − +  − +  

untuk setiap w G . 

Bukti. (i)  (ii) Diketahui ( )0 Gg x , sehingga menurut Teorema 8 ekuivalen dengan ( )0x g G B− ⊥ , artinya 

( )0x g g B− ⊥  untuk setiap g G . Oleh karena itu, menurut Teorema 6, untuk setiap  ,   semi-inner produk 

Lumer yang membangun norma   berlaku 
  ( )   ( )

0 0

, ,

, ,0 ,x g g x g gu t
   

− −     untuk setiap ,u t  dengan

0u t  . Selanjutnya, diperhatikan benar bahwa 

 
  ( )   ( )

0 0

, ,

, ,0x g g x g gu t
   

− −    , untuk setiap 0u t   

  
   0 0

0 0

, ,
0

g x g ug g x g tg

x g ug x g tg

− + − +
 

− + − +
, untuk setiap 0u t   

     0 0, 0 dan , 0g x g ug g x g tg− +  − +  , untuk setiap 0u t   

     0 0, 0 dan , 0ug x g ug tg x g tg− +  − +  , untuk setiap 0u t   

   0, 0w x g w− +  , untuk setiap w G  

   0 0 0, 0x g w x g x g w− + − + − +  , untuk setiap w G  

   
2

0 0 0, 0x g w x g x g w− + − − − +  , untuk setiap w G  

   
2

0 0 0,x g x g w x g w− − +  − + , untuk setiap w G  

Oleh karena itu, untuk setiap  ,   semi-inner produk Lumer yang membangun norma   berlaku 

 
2

0 0 0, ,x g x g w x g w− − +  − +  untuk setiap w G . Jadi terbukti (i)  (ii).  

(i)  (iii) Diketahui ( )0 Gg x , sehingga menurut Teorema 8 ekuivalen dengan ( )0x g G B− ⊥ , artinya 

( )0x g g B− ⊥  untuk setiap g G . Oleh karena itu, menurut Teorema 7, terdapat  ,   semi-inner produk Lumer 
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yang membangun norma   dan 𝜀 > 0  sehingga 
  ( )   ( )

0 0

, ,

, ,0 ,x g g x g gu t
   

− −     untuk setiap ,u t  dengan 

−𝜀 < 𝑢 < 0 < 𝑡 < 𝜀. Selanjutnya, diperhatikan benar bahwa 

 
  ( )   ( )

0 0

, ,

, ,0x g g x g gu t
   

− −    , untuk setiap −𝜀 < 𝑢 < 0 < 𝑡 < 𝜀. 

  
   0 0

0 0

, ,
0

g x g ug g x g tg

x g ug x g tg

− + − +
 

− + − +
, untuk setiap −𝜀 < 𝑢 < 0 < 𝑡 < 𝜀. 

  
   0 0, 0 dan , 0g x g ug g x g tg− +  − +  , untuk setiap −𝜀 < 𝑢 < 0 <

𝑡 < 𝜀. 

  
   0 0, 0 dan , 0ug x g ug tg x g tg− +  − +  , untuk setiap −𝜀 < 𝑢 <

0 < 𝑡 < 𝜀. 

   0, 0w x g w− +  , untuk setiap w G  

   0 0 0, 0x g w x g x g w− + − + − +  , untuk setiap w G  

   
2

0 0 0, 0x g w x g x g w− + − − − +  , untuk setiap w G  

   
2

0 0 0,x g x g w x g w− − +  − + , untuk setiap w G  

Oleh karena itu, terdapat  ,   semi-inner produk Lumer yang membangun norma   sehingga

 
2

0 0 0, ,x g x g w x g w− − +  − +  untuk setiap w G . Jadi terbukti (i)  (iii).  

  

 

SIMPULAN 

Karakteristik ortogonal Birkhoff sebelumnya telah dibicarakan oleh Dragomir dan Koliha [1]. Akan tetapi, 

ortogonal Birkhoff juga dapat dikarakterisasi dengan pemetaan-pemetaan terkait semi-inner produk yang memenuhi 

kondisi tertentu. Selain itu, sifat karakteristiknya juga dapat diperlemah. Salah satu aplikasi dari orthogonal Birkhoff 

adalah teori pendekatan terbaik pada ruang bernorma. Dengan karakteristik tersebut, diperoleh pula karakteristik dari 

teori pendekatan terbaik. Akibatnya, dapat diketahui suatu titik merupakan pendekatan terbaik jika dan hanya jika 

memenuhi karakteristik tersebut.  
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