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ABSTRAK

Diberikan K merupakan lapangan bernilai non-Archimedean. Pada paper ini dikonstruksikan
norma-2 non-Archimedean pada ruang barisan `∞(K). Selanjutnya, dikaji mengenai hubungan
antara norma-2 non-Archimedean dan norma non-Archimedean pada ruang tersebut, sehingga di-
peroleh hubungan antara kelengkapan ruang `∞(K) terhadap norma-2 non-Archimedean dan nor-
ma non-Archimedean.
Kata Kunci:lapangan bernilai non-Archimedean, Norma non-Archimedean, Norma-2 non-Archimedean,
Ruang Barisan,

ABSTRACT

Given K is a non-Archimedean valued field. This paper constructed non-Archimedean 2-norm in the se-
quence space `∞(K). Furthermore, it was studied on the relationship between non-Archimedean norm-2
and non-Archimedean norm in the space so that the relationship between the completeness of space `∞(K)
respect to non-Archimedean 2-norm and non-Archimedean norm were obtained.
Keywords: non-Archimedean Valued Field, non-Archimedean Norm, non-Archimedean 2-norm, Sequence
Space

PENDAHULUAN

Diberikan sebarang lapangan K. Valusi pada K didefinisikan sebagai fungsi | .| : K→ [0,∞) , sede-
mikian sehingga untuk setiap p,q ∈K berlaku: (i) |p|= 0 jika dan hanya jika p = 0; (ii) |pq|= |p| |q|; (iii)
|p+q| ≤ |p|+ |q| . Pasangan (K, | .|) selanjutnya disebut sebagai lapangan bernilai. Jika valuasinya sudah
tertentu, maka cukup ditulis K.

Dapat dimengerti bahwa R dan C merupakan lapangan bernilai dengan valuasi berturut-turut adalah
nilai mutlak dan modulus. Pada definisi valuasi, jika kondisi (iii) diganti dengan (iii’) |p+q| ≤max{|p| , |q|} ,
maka | .| disebut valuasi non-Archimedean dan (K, | .|) disebut sebagai lapangan bernilai non-Archimedean.
Untuk sebarang lapangan K, maka fungsi

|x|=
{

1, x 6= 0
0, x = 0,

merupakan valuasi non-Archimedean pada K.
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Jika diberikan sebarang bilangan prima p, maka untuk setiap bilangan rasional tak nol x, dapat dike-
temukan dengan tunggal nx sedemikian sehingga x = nx

a
b dengan a dan b tidak habis dibagi p. Selanjutnya

didefiniskan valuasi p-adic pada Q, yaitu
|x|p = p−nx

untuk x 6= 0 dan |0|p = 0. Dapat ditunjukkan bahwa | .|p merupakan valuasi non-Archimedean pada Q[1].
Untuk sebarang lapangan bernilai (K, | .|), maka fungsi d : K×K→ [0,∞) dengan

d (x,y) = |x− y|

merupakan metrik pada K. Dengan kata lain (K, d) merupakan ruang metrik. Lapangan K dikatakan
lengkap jika K lengkap terhadap metrik tersebut[2]. Sebagain contoh, lapangan Q lengkap terhadap valuasi
p-adic.

Penelitian mengenai konsep lapangan bernilai diawali oleh Hasse, Hensel, Krull, Ostrowski, Kaplans-
ky. Namun, penelitian-penelitian tersebut lebih didasarkan dari sudut pandang aljabar. Penelitian secara sis-
tematis mengenai analisis fungsional atas lapangan bernilai di mulai oleh A.F. Monna sejak tahun 1943[3].

Diberikan X ruang vektor atas lapangan bernilai non-Archimedean K. Fungsi ‖ . ‖ : X → [0,∞) dika-
takan norma non-Archimedean pada X , jika untuk setiap x,y ∈ X dan α ∈ K berlaku : (i) ‖x‖ = 0 jika dan
hanya jika x = 0; (ii) ‖α x‖ = |α|‖x‖; (iii) ‖x+ y‖ ≤ max{‖x‖ ,‖y‖} . Pasangan (X ,‖ . ‖) disebut ruang
bernorma non-Archimedean. Jika norma non-Archimedean sudah tertentu, maka cukup ditulis X .

Dalam perkembangannya norma non-Archimedean, dikembangkan menjadi konsep yang lebih luas
yaitu norma-2 non-Archimedean[4]. Norma-2 non-Archimedean memiliki struktur yang mirip dengan kon-
sep norma-2, Norma-2 dikembangkan oleh Gahler sekitar tahun 1960-an[5]. Untuk selanjutnya, jika tidak
disebutkan secara khusus, maka K dimaksudkan sebagai lapangan bernilai non-Archimedean

Definisi 1. Diberikan X ruang linear atas K, berdimensi d ≥ 2. Norma-2 non-Archimedean pada X meru-
pakan fungsi ‖., .‖ : X×X → R yang memenuhi kondisi-kondisi berikut:

(N1) ‖x,y‖= 0 jika dan hanya jika x,y saling tak bebas linear,

(N2) ‖x,y‖= ‖y,x‖,

(N3) ‖αx,y‖= |α|‖x,y‖,α ∈K,

(N4) ‖x+ y,z‖ ≤max{‖x,z‖,‖y,z‖},∀x,y,z ∈ X.

Pasangan (X ,‖., .‖) disebut ruang bernorma-2 non-Archimedean.

Diberikan ω(K) merupakan himpunan semua barisan dengan nilai di K dan didefiniskan ruang barisan
berikut

`∞(K) = {x = (xk) ∈ ω(K) : sup |xk|< ∞,∀k ∈ N}

dengan 1 ≤ p < ∞. Jika K lengkap, maka ruang c0(K),c(K), dan `∞(K) diatas merupakan ruang Banach
[6] dengan norma non-Archimedean

‖x‖∞ = sup
k
|xk|. (1)

Contoh lapangan bernilai non-Archimedean yang lengkap adalah bilangan p-adic Qp dengan p suatu bi-
langan prima. Penelitian mengenai ruang barisan dari bilangan p-adic yang lebih mendalam dilakukan oleh
peneliti O. Tuğ and M. Doğan[7].

Pada [8, 9], telah di bahas mengenai norma-2 pada ruang barisan real terbatas. Berdasarkan penelitian-
penelitian tersebut, akan dibahas mengenai norma-2 non-Archimedean pada ruang barisan `∞(K).

METODE

Penelitian ini merupakan penelitian studi literatur. Tahapan pertama dalam penelitian ini adalah meng-
konstruksi norma-2 non-archimedean pada ruang `∞. Selajutnya dikaji mengenai bubungan antara norma-2
non-archimedean dengan norma non-Archimedean pada ruang
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HASIL DAN DISKUSI

Dapat dimengerti bahwa, karena K merupakan lapangan maka dapat dipahami bahwa ω(K) meru-
pakan ruang linear atas lapangan K. Selanjutnya untuk sebarang x,y ∈ `∞(K) dan α ∈K, dapat dimengerti
bahwa

sup
k
|αxk + yk| ≤ sup

k
max{|α||xk|, |yk|}

= maxsup
k
{|α||xk|, |yk|}

< ∞.

Oleh karenanya `∞(K) merupakan ruang linear atas lapangan K. Pertama akan ditunjukkan bahwa `∞(K)
merupakan ruang bernorma-2 non-Archimedean. Namun sebelumnya diberikan lemma berikut.

Lemma 1. Barisan x = (xk),y = (yk) ∈ `∞(K) saling tak bebas linear jika dan hanya jika untuk setiap
k1 < k2 berlaku

det
(

xk1 yk1

xk2 yk2

)
= 0.

Bukti. Diambil sebarang x = (xk) ,y = (yk) ∈ `∞ saling tak bebas linear, diperoleh bahwa x = αy, untuk
suatu α ∈ Q. Akibatnya, xk = αyk untuk setiap k ∈ N. Oleh karenanya, untuk setiap k1,k2 ∈ N, dengan
k1 < k2, diperoleh xk1 = αyk1 dan xk2 = αyk2 , sehingga

det
(

xk1 yk1

xk2 yk2

)
= det

(
αyk1

yk1

αyk2
yk2

)
= αyk1

yk2−αyk2
yk1

= 0.

Sebaliknya, jika untuk setiap k1,k2 ∈ N, dengan k1 < k2 berlaku

det
(

xk1 yk1

xk2 yk2

)
= 0,

maka xk1yk2 − xk2yk1 = 0, untuk setiap bilangan asli k1 < k2. Akibatnya, jika untuk setiap n ∈ N, xn = 0,
maka x = 0, sehingga x = 0y. Dengan demikian x,y saling tak bebas linear. Selanjutnya, jika terdapat
n ∈ N, xn 6= 0, maka ym = yn

xn
xm untuk setiap m ∈ N. Dengan kata lain, terbukti bahwa x,y saling tak bebas

linear.

Teorema 1. `∞(K) merupakan bernorma-2 non-Archimdean dengan norma-2 non-Archimedean disefini-
sikan sebagai

‖x,y‖∞ = sup
k1,k2

∣∣∣det
(

xk1 yk1

xk2 yk2

)∣∣∣ (2)

Bukti. Mengunnakan Lemma 1, dapat ditunjukan bahwa kondisi (N1) berlaku. Dengan menggunakan sifat
valuasi dan determinan,dapat ditunjukan bahwa kondisi (N2),(N3) dan (N4) berlaku. Berikut akan ditunjukan
pada bagian (N4). Diambil sebarang x = (xk),(yk),z = (zk) ∈ `∞(K) diperoleh bahwa

sup
k1,k2

∣∣∣det
(

xk1 + yk1 zk1

xk2 + yk1 zk2

)∣∣∣ = sup
k1,k2

∣∣∣det
(

xk1 zk1

xk2 zk2

)
+det

(
yk1 zk1

+yk1 zk2

)∣∣∣
= sup

k1,k2

max

{∣∣∣det
(

xk1 zk1

xk2 zk2

)∣∣∣, ∣∣∣det
(

yk1 zk1

+yk1 zk2

)∣∣∣}

= max

{
sup
k1,k2

∣∣∣det
(

xk1 zk1

xk2 zk2

)∣∣∣, sup
k1,k2

∣∣∣det
(

yk1 zk1

yk1 zk2

)∣∣∣}.
Terbukti bahwa

‖x+ y,z‖∞ ≤max{‖x,z‖∞,‖y,z‖∞}.
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Teorema 2. Untuk setiap x,y ∈ `∞(K), berlaku

‖x,y‖∞ ≤ ‖x‖∞‖y‖∞ (3)

Bukti. Untuk setiap x,y ∈ `∞(K), berlaku

‖x,y‖∞ = sup
k1,k2

|xk1yk2− xk2yk1 |

= sup
k1,k2

max{|xk1yk2 |, |xk2yk1 |}

= sup
k1,k2

max{|xk1 ||yk2 |, |xk2 ||yk1 |}

= max{sup
k1,k2

|xk1 ||yk2 |, sup
k1,k2

|xk2 ||yk1 |}

≤ max{sup
k1,k2

|xk1 ||yk2 |}

= sup
k1,k2

|xk1 ||yk2 |

= sup
k1

|xk1 |sup
k2

|yk2 |

= ‖x‖∞‖y‖∞.

Teorema 3. Jika (X ,‖., .‖) merupakan ruang bernorma-2 non-Archimedean dan {a,b} ⊂ X saling bebas
linear, maka dapat dibangun norma non-Archimedean pada X yang besesuaian dengan {a,b}, yaitu

‖x‖∗∞ = sup{‖x,a‖∞,‖x,b‖∞}. (4)

Bukti. Diperhatikan bahwa jika ‖x‖∗∞ = 0, maka ‖x,a‖= ‖x,b‖= 0. Akibatnya, terdapat α,β ∈K, sehingga
x = αx, x = βb. Oleh karenanya αa−βb = 0. Karena a dan b saling bebas linear, maka α = β = 0. Dengan
demikian diperoleh x = 0. Sebaliknya, jika x = 0, maka dapat dimengerti bahwa

‖x‖∗∞ = sup{‖0,a‖∞,‖0,b‖∞}= 0.

Selanjutnya untuk sebarang x,y ∈ `∞(K) dan α ∈K, berlaku bahwa

‖αx‖∗∞ = sup{‖αx,a‖∞,‖sup{‖x,a‖∞,‖x,b‖∞}x,b‖∞}
= sup{|α|‖x,a‖∞, |α|‖x,b‖∞}
= |α|sup{‖x,a‖∞,‖x,b‖∞}
= |α|‖x‖∗∞,

dan

‖x+ y‖∗∞ = sup{‖x+ y,a‖∞,‖x+ y,b‖∞}
≤ sup{max{‖x,a‖∞,‖y,a‖∞},max{‖x,b‖∞,‖y,b‖∞}}
= max{sup{‖x,a‖∞,‖y,a‖∞},sup{‖x,b‖∞,‖y,b‖∞}}
= max{‖x‖∗∞,‖y‖∗∞}

Dengan demikian terbukti bahwa ‖.‖∗∞ merupakan norma non-Archimedean pada X .

Hubungan antara norma non-Archimedean ‖.‖∗∞ dan ‖.‖∞ pada `∞(K), dinyatakan pada akibat berikut.

Akibat 1. Jika 1K elemen satuan pada K dan diambil a = (1K,0,0, · · ·),b = (0,1K,0, · · ·) ∈ `∞(K), maka
norma non-Archimedean yang bersesuain dengan {a,b} pada `∞(K), memenuhi kondisi

‖.‖∗∞ = ‖.‖∞. (5)
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Bukti. Dapat dimengerti bahwa untuk setiap x ∈ `∞(K) berlaku

‖x,a‖ = sup
k1,k2

|xk1ak2− xk2ak1 |

= sup
k 6=1
|xk|

dan

‖x,b‖ = sup
k1,k2

|xk1bk2− xk2bk1 |

= sup
k 6=2
|xk|

Dengan demikian

‖.‖∗∞ = sup{‖x,a‖,‖x,b‖}
= sup{sup

k 6=1
|xk|,sup

k 6=2
|xk|}

= ‖.‖∞.

Barisan x(m) di dalam ruang bernorma-2 non-Archimedean (x,‖., .‖) dikatakan konvergen ke x ∈ X
terhadap norma-2 non-Archimedean jika untuk setiap y ∈ X berlaku

lim
m→∞
‖x(m)− x,y‖= 0.

Lebih lanjut, barisan x(m) dikatakan barisan cauchy terhadap norma-2 non-Archimedean jika untuk setiap
y ∈ X berlaku

lim
m,n→∞

‖x(m)− x(n),y‖= 0.

Berdasarkan Akibat 1, maka dapat diperoleh hubungan mengenai kekonvergenan terhadap norma-2
non-Archimedean dan norma non-Archimedean pada `∞(K), sebagai berikut.

Teorema 4. Barisan x(m) di `∞(K) konvergen terhadap norma-2 non-Archimedean ‖., .‖∞ jika dan hanya
jika konvergen terhadap noma non-Archimedean ‖.‖∞.

Bukti. Misalkan barisan x(m) konvergen ke x ∈ `∞(K) terhadap norma-2 non-Archimedean ‖., .‖∞. Ambil
barisan a = (1K,0,0, · · ·),b = (0,1K,0, · · ·) ∈ `∞(K), maka

lim
m→∞
‖x(m)− x,a‖ = lim

m→∞
‖x(m)− x,b‖

= 0.

Akibatya, diperoleh

lim
m→∞
‖x(m)− x‖∗∞ = lim

m→∞
‖x(m)− x‖∞

= 0.

Dengan semikian terbukti bahwa x(m) konvergen terhadap noma non-Archimedean ‖.‖∞ ke x ∈ `∞(K).
Sebaliknya, Misalkan barisan x(m) konvergen ke x ∈ `∞(K) terhadap norma non-Archimedean ‖.‖∞.

Akibatnya limm→∞ ‖x(m)−x‖∞ = 0. Akibatnya, untuk serbarang y ∈ `∞(K), berdasarkan Teorema 2, berla-
ku

lim
m→∞
‖x(m)− x,y‖ ≤ lim

m→∞
‖x(m)− x‖ lim

m→∞
‖y‖

= 0.

Oleh karenanya, terbukti bahwa x(m) konvergen terhadap noma-2 non-Archimedean ‖., .‖∞ ke x ∈ `∞(K).
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Selanjutnta, hubungan kondisi Cauchy terhadap norma-2 non-Archimedean dan norma non-Archimedean
pada `∞(K), dapat dinyatakan sebagai berikut.

Teorema 5. Barisan x(m) di `∞(K) merupakan barisan Cauchy terhadap norma-2 non-Archimedean ‖., .‖∞

jika dan hanya jika x(m) merupakan barisan Cauchy terhadap noma non-Archimedean ‖.‖∞.

Bukti. Bukti serupa dengan pembuktian Teorema 4.

Berdasarkan Teorema 4 dan 5, dapat ditunjukan sifat kelengkapan `∞(K) terhadap norma-2 non-
Archimedean.

Teorema 6. Jika K lengkap, maka `∞(K) lengkap terhadap norma-2 non-Archimedean ‖., .‖∞.

Bukti. Ambil sebarang barisan Cauchy x(m) terhadap norma-2 non-Archimedean ‖., .‖∞ di `∞(K). Berda-
sarkan Teorema 5, maka x(m) merupakan barisan Cauchy terhadap norma-2 non-Archimedean ‖.‖∞. Karena
`∞(K) lengkap terhadap norma non-Archimedean ‖.,‖∞, maka x(m) konvergen ke x ∈ `∞(K).Bedasarkan
Teorema 4, maka x(m) konvergen ke x terhadap norma-2 non-Archimedean ‖., .‖∞. Terbukti bahwa `∞(K)
lengkap terhadap norma-2 non-Archimedean ‖., .‖∞.

KESIMPULAN

Dapat ditunjukan bahwa `∞(K) merupakan ruang linear. Lebih lanjut, dapat dibentuk norma-2 non-
Archimedean ‖., .‖∞ pada `∞(K). Dapat diperoleh hubungan antara ‖., .‖∞ dan ‖.‖∞ yaitu ‖x,y‖∞≤‖x‖∗∞‖y‖∞,
untuk setiap x,y ∈ `∞(K). Dengan membangun norma non-Archimedean ‖.‖∗∞ pada `∞(K) yang diturunkan
dari ‖., .‖∞ , diperoleh bahwa ‖.‖∗∞ = ‖.‖∞. Lebih lanjut, menggunakan fakta-fakta tersebut dapat ditunjukan
bahwa `∞(K) lengkap terhadap norma-2 non-Archimedean ‖., .‖∞, jika K lengkap.
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