
Journal homepage: http://ejournal.uin-suka.ac.id/tarbiyah/index.php/quadratic 

 
JOURNAL OF INNOVATION AND TECHNOLOGY IN MATHEMATICS AND MATHEMATICS EDUCATION 

Vol. 5, No. 1, April 2025, pp. 1 - 8 

 Print ISSN: 2776-9003, Online ISSN: 2776-8201 

 

1 

 
Teorema Titik Tetap Kannan Pada Ruang Modular-2 

 

Burhanudin Arif Nurnugroho 
Universitas Ahmad Dahlan, Yogyakarta, Indonesia 

burhanudin@pmat.uad.ac.id  

 
 

Article History 

Received: 2nd April 2024 

Revised: 30th April 2024 

Accepted: 30th April 2025 

 
 

 

 

 
http://dx.doi.org/10.14421/quadratic.2025.051-01  

 

ABSTRAK 

 

Pada ruang metrik lengkap (𝑋 , 𝑑), suatu pemetaan tipe Kannan 𝑇 ∶  𝑋 →  𝑋 yaitu yang memenuhi 

𝑑(𝑆𝑥), 𝑆(𝑦)) ≤ 𝜆[𝑑(𝑥, 𝑇(𝑥)) + 𝑑(𝑦, 𝑇(𝑦))] Error! Bookmark not defined.untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈  𝑋 

dengan 𝜆 ∈  [0,
1

2
) terjamin memiliki titik tetap tunggal. Kondisi ini telah berhasil dikembangkan 

pada beberapa ruang abstrak salah satunya pada ruang bernorma-2. Salah satu pengembangan dari 

ruang bernorma-2 adalah ruang modular-2. Pada penelitian ini, didiskusikan mengenai 

pengembangan pemetaan tipe Kannan pada ruang modular-2 yang menjamin adanya titik tetap 

tunggal. 

 

Kata Kunci: titik tetap, Kannan, modular-2 

 

ABSTRACT 

 

On a complete metric space (𝑋, 𝑑), a Kannan-type mapping 𝑇: 𝑋 → 𝑋 satisfying 𝑑(𝑆(𝑥), 𝑆(𝑦)) ≤

𝜆[𝑑(𝑥, 𝑇(𝑥)) + 𝑑(𝑦, 𝑇(𝑦))] is guaranteed to have a single fixed point. For every 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 with 

𝜆 ∈ [0,
1

2
) guaranteed to have a single fixed point. This condition has been successfully developed 

on several abstract spaces, one on a 2-normed space. One of the developments of normed-2 space 

is 2-modular space. In this paper, we discuss the development of Kannan-type mapping in 

modular-2 space that guarantees the existence of a single fixed point. 

 

Keywords: Fixed Point, Kannan, 2-modular. 

 

PENDAHULUAN 

Ruang bernorma-2 diperkenalkan pertama kali oleh Gähler (1964). White Jr, (1968) 

mendefinisikan ruang Banach-2, yaitu ruang bernorma-2 yang setiap barisan Cauchy-nya 

konvergen di dalam 𝑋. 

Definisi 1. Diberikan 𝑋 merupakan ruang linear atas lapangan real berdimensi 𝑑 ≥  2. Norma-2 

pada 𝑋  didefinisikan sebagai fungsi ‖. , . . ‖ ∶  𝑋 ×  𝑋 → ℝ  yang memenuhi kondisi-kondisi 

berikut: 
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(i). ‖𝑥, 𝑦‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥, 𝑦 saling tak bebas linear, 

(ii). ‖𝑥, 𝑦‖ = ‖𝑦, 𝑥‖ 

(iii). ‖𝛼𝑥, 𝑦‖  = |𝛼|‖𝑥, 𝑦‖, 𝛼 ∈ ℝ, 

(iv). ‖𝑥 +  𝑦, 𝑧‖ ≤ ‖𝑥, 𝑧‖  + ‖𝑦, 𝑧‖. 

Pasangan (𝑋, ‖. , . . ‖) selanjutnya disebut ruang bernorma-2. 

 

Konsep ruang bernorma-2 kemudian dikembangkan menjadi ruang bernorma-𝑛. Konsep 

norma-𝑛  diperkenalkan oleh Misiak (1989). Nourouzi & Shabanian (2009) mengembangkan 

konsep modular-𝑛 yang merupakan perumuman dari norma-𝑛. Padapenelitian Nurnugroho et al., 

(2017) telah diselidiki beberapa sifat pada ruang modular-2. 

 

Definisi 2. Diberikan 𝑋 merupakan ruang linear atas lapangan real berdimensi 𝑑 ≥ 2. Fungsi       

𝜌 ∶  𝑋 ×  𝑋 →  [0, ∞] dikatakan modular-2 jika untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈  𝑋 dan 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ berlaku: 

(i). 𝜌(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔  𝑥, 𝑦 saling tak bebas linear. 

(ii). 𝜌(𝑥, 𝑦)  =  𝜌(𝑦, 𝑥), 

(iii). 𝜌(−𝑥, 𝑦)  =  𝜌(𝑥, 𝑦), 

(iv). 𝜌(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧) ≤ 𝜌(𝑥, 𝑧) + 𝜌(𝑦, 𝑧), untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝛼, 𝛽 ≥ 0, dengan 𝛼 + 𝛽 = 1. 

Pasangan (𝑋, 𝜌) disebut ruang modular-2. Jika kondisi (iv) diganti dengan 

(iv)'. 𝜌(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧) ≤ 𝛼𝜌(𝑥, 𝑧) + 𝛽𝜌(𝑦, 𝑧), untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝛼, 𝛽 ≥ 0, dengan α + β = 1  

maka modular-2 𝜌 dikatakan konveks. 

 

Contoh 3. (Nurnugroho et al., 2017)Diberikan 𝑋 =  ℝ² dengan modular-2 pada 𝑋 didefinisikan 

sebagai 

𝜌(�̅�, �̅�) = √𝑎𝑏𝑠 (|
𝑥1 𝑥2

𝑦1 𝑦2
|) (1) 

Dengan �̅� = (𝑥1, 𝑥2), �̅� = (𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ2.  

 

Definisi 4. (Nurnugroho et al., 2017)Diberikan (𝑋, 𝜌) ruang modular-2 

(i). Barisan (𝑥𝑛) di dalam 𝑋 dikatakan konvergen modular-2 (konvergen-𝜌) ke 𝑥 ∈  𝑋, jika 

lim
𝑛→∞

𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑧) = 0 
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untuk setiap 𝑧 ∈  𝑋. 

(ii). Barisan (𝑥𝑛) di dalam 𝑋 disebut Cauchy modular-2 (Cauchy-𝜌) jika 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝜌(𝑥𝑛  − 𝑥𝑚, 𝑧) = 0 

untuk setiap 𝑧 ∈  𝑋. 

(iii). 𝑋  dikatakan lengkap modular-2 (lengkap-𝜌) jika setiap barisan Cauchy-𝜌  di dalam 𝑋 

konvergen ke suatu titik di 𝑋. 

(iv). Modular-2 𝜌 dikatakan memenuhi kondisi-∆2 , jika terdapat 𝐾 >  0 sehingga berlaku 

𝜌(2𝑥, 𝑦)  ≤  𝐾𝜌(𝑥, 𝑦) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈  𝑋. 

Modular-2 pada Contoh 3, memenuhi kondisi-∆2 dengan 𝐾 = √2. 

 

Akibat 5. Jika modular-2 𝜌 memenuhi kondisi-∆2, maka untuk setiap 𝛼 >  0, terdapat 𝑝 ∈  ℕ, 

sehingga 𝜌(𝛼𝑥, 𝑦 ≤ 𝐾𝑝𝜌(𝑥, 𝑦). 

 

L. E. J. Brouwer pada tahun 1912 memperkenalkan Teorema Titik Tetap. Selanjutnya, 

Banach memperkenalkan teorema titik tetap yang lebih umum pada ruang metrik lengkap yang 

disebut Teorema Titik Tetap Banach (Sukaesih, 2015). Titik tetap dari pemetaan 𝑇: 𝑋 → 𝑋 adalah 

elemen 𝑥 ∈ 𝑋 sehingga 𝑇(𝑥) = 𝑥. 

Jika (𝑋, 𝑑)  ruang metrik lengkap dan 𝑆: 𝑋 → 𝑋  pemetaan kontraktif, artinya terdapat           

𝑘 ∈ [0, 1) sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈  𝑋 dengan 𝑑(𝑆(𝑥), 𝑆(𝑦))  ≤  𝑘𝑑(𝑥, 𝑦), maka 𝑆 memiliki 

titik tetap tunggal. Kannan (Kannan, 1968; Moradi, 2009) menyatakan bahwa jika (𝑋, 𝑑) ruang 

metrik lengkap dan 𝑆 ∶  𝑋 →  𝑋 memenuhi kondisi 

𝑑(𝑆(𝑥), 𝑆(𝑦)) ≤ 𝜆[𝑑(𝑥, 𝑇(𝑥)) + 𝑑(𝑦, 𝑇(𝑦))], (2) 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈  𝑋 dengan 𝜆 ∈  [0,
1

2
), maka T memiliki titik tetap tunggal. Selanjutnya sifat 

ini kita sebut sebagai Teorema Titik Tetap Kannan. 

Banyak penelitian telah meneliti mengenai Teorema Titik Tetap Kannan pada berbagai ruang 

abstrak antara lain pada ruang metrik-2 fuzzy(Chandra Tripathy et al., 2013), ruang bernorma-

2(Kir & Kiziltunc, 2013), dan ruang metrik modular(Kiftiah & Yudhi, 2023). Dengan demikian, 

Teorema Titik Tetap Kannan berhasil dikembangkan pada ruang bernorma-2. Karena modular-2 

merupakan pengembangan dari norma-2, maka pada penelitian ini akan dibahas mengenai 

pengembangan Teorema Titik Tetap Kannan pada ruang modular-2 
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METODE 

Penelitian ini merupakan studi literatur. Penelitian dilakukan dengan mengkonstruksi 

teorema titik tetap Kannan pada ruang modular-2. 

 

HASIL DAN DISKUSI 

Diskusi diawali dengan membahas himpunan terbatas-𝜌 dan tertutup-𝜌 pada ruang modular-

2. Definisi himpunan terbatas modular-2 dikonstruksikan mengikuti Nourouzi dan Shabanian 

(2009) dengan mengambil kejadian khusus saat 𝑛 =  2. Di sisi lain, definisi tertutup modular-2 

dikonstruksikan mengikuti konsep tertutup pada ruang modular (Kiftiah, 2013) dan konsep 

tertutup pada ruang bernorma-2(Rumlawang, 2020). 

Definisi 6. Himpunan 𝐾 ⊂ 𝑋 dikatakan terbatas modular-2 (terbatas-𝜌), jika terdapat himpunan 

bebas linear {𝑒₁, 𝑒₂}  ⊂  𝑋, sehingga 

     sup{𝜌(𝑥 −  𝑦, 𝑒1) ∶  𝑥, 𝑦 ∈  𝐾}  <  ∞, dan 

     sup{𝜌(𝑥 −  𝑦, 𝑒2) ∶  𝑥, 𝑦 ∈  𝐾}  <  ∞. 

Contoh 7. Diberikan 𝐾 =  {�̅� = (𝑥₁, 𝑥₂) ∈ ℝ² ∶ 𝑥1
2   +  𝑥2

2  =  1} . Jika 𝜌  adalah modular-2 

seperti pada Contoh 3 dan diambil himpunan bebas linear {(1,0), (0,1)}  ⊂  ℝ² maka untuk setiap 

�̅�, �̅�  ∈  𝐾, diperoleh: 

𝜌(�̅� − �̅�, (0, 1)) = √𝑎𝑏𝑠 (|
(𝑥1 − 𝑦1) (𝑥2 − 𝑦2)

0 1
|) 

= √|𝑥1 − 𝑦1| 

𝜌(�̅� − �̅�, (1, 0)) = √𝑎𝑏𝑠 (|
(𝑥1 − 𝑦1) (𝑥2 − 𝑦2)

1 0
|) 

= √|𝑥2 − 𝑦2| 

Dengan demikian 

sup {𝜌(�̅� − �̅�, (0, 1)) = √𝑎𝑏𝑠 (|
(𝑥1 − 𝑦1) (𝑥2 − 𝑦2)

0 1
|) ∶ �̅�, �̅� ∈ 𝐾} = √2 

sup {𝜌(�̅� − �̅�, (1, 0)) = √𝑎𝑏𝑠 (|
(𝑥1 − 𝑦1) (𝑥2 − 𝑦2)

1 0
|) ∶ �̅�, �̅� ∈ 𝐾} = √2 

Dapat disimpulkan bahwa 𝐾 terbatas-𝜌 

 

Definisi 8. Himpunan 𝐾 ⊂  𝑋 dikatakan tertutup modular-2 (tertutup-𝜌), jika setiap barisan (𝑥𝑛) 

di dalam 𝐾 yang konvergen-𝜌 ke 𝑥 ∈  𝑋, maka 𝑥 ∈  𝐾. 
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Berikut diberikan teorema titik tetap Kannan pada ruang modular-2. 

Teorema 9. Diberikan (𝑋, 𝜌)  merupakan ruang modular-2 lengkap- 𝜌 , dengan 𝜌  memenuhi 

kondisi- ∆2  dan himpunan tak kosong 𝐾 ⊂  𝑋  tertutup- 𝜌  dan terbatas- 𝜌 . Jika T : K → K 

memenuhi 

𝜌(𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑦), 𝑧) ≤ 𝛼[𝜌(𝑥 − 𝑇(𝑥), 𝑧) + 𝜌(𝑦 − 𝑇(𝑦), 𝑧)] (3) 

dengan 𝛼 ∈ [0,
1

2
), maka 𝑇 memiliki titik tetap di 𝐾  

 

Bukti. Ambil 𝑥₀ ∈ 𝐾 , selanjutnya dibentuk barisan (𝑥𝑛)  dengan 𝑥1 =  𝑇(𝑥0), 𝑥₂ =

 𝑇(𝑥₁), . . . , 𝑥𝑛  =  𝑇(𝑥𝑛−1). Akibatnya, dapat dinyatakan bahwa 

𝑥1  =  𝑇(𝑥₀), 𝑥2  =  𝑇2(𝑥0), . . . , 𝑥𝑛  =  𝑇𝑛(𝑥0). 

Pada barisan (𝑥𝑛) diperhatikan berlaku: 

𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) = 𝜌(𝑇(𝑥𝑛−1) − 𝑇(𝑥𝑛), 𝑧) 

 ≤ 𝛼[𝜌(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛, 𝑧) + 𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1, 𝑧)] 

 = 𝛼[𝜌(𝑥𝑛−1 − 𝑇(𝑥𝑛−1), 𝑧) + 𝜌(𝑥𝑛 − 𝑇(𝑥𝑛), 𝑧)] 

 = 𝛼𝜌(𝑇(𝑥𝑛−2) − 𝑇(𝑥𝑛−1), 𝑧) + 𝛼𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1, 𝑧)  

 

Akibatnya diperoleh, 

(1 − 𝛼)𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) ≤ 𝛼𝜌(𝑇(𝑥𝑛−2) − 𝑇(𝑥𝑛−1), 𝑧) 

𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) ≤
𝛼

1 − 𝛼
𝜌(𝑇(𝑥𝑛−2) − 𝑇(𝑥𝑛−1), 𝑧) 

Karena 𝛼 ∈  [0,
1

2
), maka 𝑘 =

𝛼

1 − 𝛼
 ∈  [0, 1). Akibarnya: 

𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) ≤ 𝑘𝜌(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛, 𝑧) 

 ≤ 𝑘2𝜌(𝑥𝑛−2 − 𝑥𝑛−1, 𝑧) 

 ⋮ 

 ≤ (
𝛼

1 − 𝛼
)

𝑛

𝜌(𝑥0 − 𝑥1, 𝑧) 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa barisan (𝑥𝑛) adalah barisan Cauchy-𝜌. Diberikan 𝑚, 𝑛 ∈  ℕ 

dan misalkan 𝑚 > 𝑛 dengan 𝑚 = 𝑛 + 𝑝. Karena 𝜌 memenuhi kondisi ∆2, maka terdapat 𝐾 >  0 

sehingga diperoleh: 

𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑧) = 𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+𝑝, 𝑧) 

 = 𝜌 ((𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1) + (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛+2) + ⋯ + (𝑥𝑛+𝑝−1 − 𝑥𝑛+𝑝), 𝑧) 
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 ≤ 𝜌(𝑝(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1), 𝑧) + 𝜌(𝑝(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛+2), 𝑧) + ⋯ + 𝜌(𝑝(𝑥𝑛+𝑝−1 − 𝑥𝑛+𝑝), 𝑧) 

 ≤ 𝜌(2𝑞(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1), 𝑧) + 𝜌(2𝑞(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛+2), 𝑧) + ⋯ + 𝜌(2𝑞(𝑥𝑛+𝑝−1 − 𝑥𝑛+𝑝), 𝑧), 𝑞 ∈ ℕ 

 ≤ 𝐾𝑞[𝜌((𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1), 𝑧) + 𝜌((𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛+2), 𝑧) + ⋯ + 𝜌 ((𝑥𝑛+𝑝−1 − 𝑥𝑛+𝑝), 𝑧)] 

 ≤ 𝐾𝑞[𝑘𝑛 + 𝑘𝑛+1 + ⋯ + 𝑘𝑛+𝑝−1]𝜌(𝑥0 − 𝑥1, 𝑧) 

 ≤ 𝐾𝑞[𝑘𝑛 + 𝑘𝑛+1 + ⋯ ]𝜌(𝑥0, 𝑥1, 𝑧) 

 ≤ 𝐾𝑞 [
𝑘𝑛

1 − 𝑘𝑛
] 𝜌(𝑥0 − 𝑥1, 𝑧) 

Karena lim
𝑛→∞

𝑘𝑛

1−𝑘𝑛 = 0, maka diperoleh bahwa 

lim
𝑛→∞

𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑧) = 0 

 

Dengan demikan barisan (𝑥𝑛) barisan Cauchy-𝜌. Mengingat 𝑋 lengkap-𝜌 dan 𝐾 tertutup-𝜌 maka 

barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥 ∈ 𝐾, atau 

lim
𝑛→∞

𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑧) = 0 

 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑥 merupakan titik tetap dari 𝑇. 

𝜌(𝑇(𝑥) − 𝑥, 𝑧) = 𝜌 ((
1

2
) (2(𝑇(𝑥) − 𝑥𝑛)) + (

1

2
) (2(𝑥𝑛 − 𝑥)), 𝑧) 

≤ 𝜌(2(𝑇(𝑥) − 𝑥𝑛), 𝑧) + 𝜌(2(𝑥𝑛 − 𝑥), 𝑧) 

≤ 𝐾[𝜌(𝑇(𝑥) − 𝑥𝑛, 𝑧) + 𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑧)] 

= 𝐾[𝜌(𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑥𝑛−1), 𝑧) + 𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑧)] 

≤ 𝐾[𝛼[𝜌(𝑥 − 𝑇(𝑥), 𝑧) + 𝜌(𝑥𝑛−1 − 𝑇(𝑥𝑛−1), 𝑧)] + 𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑧)] 

≤ 𝐾[𝛼[𝜌(𝑥 − 𝑇(𝑥), 𝑧) + 𝜌(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛, 𝑧)] + 𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑧)] 

≤ 𝐾[𝛼[𝜌(𝑥 − 𝑇(𝑥), 𝑧) + 𝑘𝑛−1𝜌(𝑥0 − 𝑥1, 𝑧)] + 𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑧)] 

≤ 𝐾𝛼𝜌(𝑥 − 𝑇(𝑥), 𝑧) + 𝐾𝛼𝑘𝑛−1𝜌(𝑥0 − 𝑥1, 𝑧) + 𝐾𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑧) 

 

Maka saat diambil 𝑛 → ∞, diperoleh 

𝜌(𝑇(𝑥) − 𝑥, 𝑧) ≤ 𝐾𝛼𝜌(𝑥 − 𝑇(𝑥), 𝑧). (4) 

Karena 𝛼 ∈ [0,
1

2
), maka Pertidaksamaan (4) bernilai benar saat 𝜌(𝑇(𝑥) − 𝑥, 𝑧) = 0. Akibatnya 

𝑇(𝑥) = 𝑥, dengan kata lain 𝑥 marupakan titik tetap T 

 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa T memiliki titik tetap tunggal. Asumsikan 𝑥′ ≠ 𝑥 

merupakan titik tetap T. Oleh karenanya 𝑇(𝑥′) = 𝑥′ dan 
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𝜌(𝑥 − 𝑥′, 𝑧) ≤ 𝜌(𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑥′), 𝑧) 

≤ 𝛼(𝜌(𝑥 − 𝑇(𝑥), 𝑧) + 𝜌(𝑥′ − 𝑇(𝑥′), 𝑧)) 

= 𝛼(𝜌(0, 𝑧) + 𝜌(0, 𝑧)) 

= 0 

Dengan demikian 𝑥 = 𝑥′. Dapat disimpulkan bahwa 𝑇 memiliki titik tetap tunggal. 

 

KESIMPULAN 

Teorema titik tetap Kannan dapat dikembangkan pada ruang modular-2. Namun karena 

modular-2 memiliki kondisi yang lebih lemah dari norma-2, maka diperlukan kondisi tambahan 

agar pengembangan berhasil dilakukan. Kondisi tambahan tersebut adalah bahwa modular-2 𝜌 

haruslah memenuhi kondisi-Δ2. 
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